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摘 要 :本 文 以 期 通过 对 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 发 展 过 程 的 分 析 与 探讨 ,归纳 出 二 者 的 区 别 与 联系 。 
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随 着 微 积分 学 的 发 展 , 人 们 在 利用 (R) 积 分 时 ,逐渐 感到 
它 有 很 大 的 局 限 性 ,为 什么 呢 ? 这 就 要 从 它 的 起 源 说 起 。 

在 数学 史上 ,第 一 个 提出 分 割 区 间 、 作 和 式 极 限 来 严格 
定义 积分 的 要 推 cauahy, 他 考察 的 积分 对 象 是 在 [a,b] 上 的 
连续 函数 ,并 用 连续 范 数 的 中 值 性 质 推导 出 积分 的 存在 性 。 
黎 曼 在 研究 三 角 级 数 时 ,特别 讨论 了 函数 的 可 积 性 问题 ,并 
且 给 出 了 积分 的 定义 和 充 要 条 件 , 这 样 (R) 积 分 在 处 理 诸 如 
逐 段 连续 的 函数 以 及 一 致 收敛 的 级 数 来 说 是 足够 的 。 然 而 
随 着 集合 论 的 一 系列 工作 的 创始 ,出 现 了 一 些 “ 病 态 ” 函 数 ， 
在 研究 它们 的 可 积 性 时 ,(R) 积 分 理论 面临 着 新 的 挑战 。 


比如 ; 
(1) 狄 利克 雷 函 数 D(X) = | 
0 xEQ 
如 此 简单 的 有 界 函 数 不 (R) 可 积 (定义 证 ) ,预示 着 可 积 
函数 类 已 经 远 远 不 能 满足 分 析 数学 的 需要 。 那 么 ,我们 能 不 
能 扩大 它 的 范围 呢 ? 应 该 如 何 去 做 ? 
(2) 了 (x) =xa(0<x<1), 它 是 点 收 全 ,而 不 是 一 致 收 伍 


x 
于 f(x)= ”xs 的 ,但 是 
1 x=1 


lim] TOdx=0= | foDdx= | efx) dx 这 


个 例子 充分 说 明了 函数 列 一 致 收敛 这 个 条 件 只 是 极限 与 (有 R) 
积分 运算 交换 次 序 的 充分 条 件 而 非 必要 条 件 ,而 我 们 又 知道 
一 致 收敛 是 一 个 非常 强 的 条 件 ,所 以 自然 想到 能 否 将 此 条 件 
减弱 一 点 呢 ? 


(3) 在 微 积分 基本 定理 中 ,| f(t)dt= f(x) -了 (a),x 


E [a,6b], 有“(z) 必 须 是 可 积 的 ,然而 在 1881 年 , Voltarra 作 
出 了 一 个 可 微 函 数 , 且 导数 有 界 ,但 导数 不 是 (R) 可 积 的 。 
这 就 大 大 限制 了 微 积 分 基本 定理 的 应 用 范围 ,也 即 并 不 是 所 
有 的 可 微 函 数 导 数 都 可 以 通过 积分 变 为 原 函 数 , 这 也 说 明了 
(有 R) 积 分 的 定义 太 罕 了 。 

随 着 数学 的 向 前 发 展 , 越 来 越 多 的 问题 在 (R) 积 分 中 都 
无 法 给 出 圆满 的 解决 办 法 ,这 时 ( 工 ) 积 分 的 给 出 使 之 迎 刃 而 
解 。 
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首先 来 比较 一 下 (LL) 积 分 和 (R) 积 分 的 定义 : 

(R) 积 分 的 建立 是 通过 分 割 定义 域 ,对 和 式 求 极限 而 
来 ,这 只 有 在 每 个 小 区 间 [t-1,&] 上 所 取 值 & 的 改变 所 引 
起 的 (4) 变 化 极 小 ,或 者 即使 f(&) 变 化 较 大 ,而 丘 (&) 
Azi 改变 较 小 时 ,函数 (xz) 才 可 积 ;而 (L) 积 分 则 改变 了 这 
种 现象 , 它 是 对 函数 f(z) 的 值 域 进行 分 割 ,把 函数 值 相差 不 
大 的 点 结合 在 一 起 ,从 而 使 可 积 函 数 类 得 以 扩展 ,而 使 (1) 类 
问题 也 得 以 解决 。 


f Diz)dz = 1 m(Q) + 0，m( 可 =0+0=0 


对 定义 域 与 对 值 域 的 分 割 是 (R) 积 分 与 (L) 积 分 的 本 质 
区 别 ,对 值 域 进行 分 割 求 积 分 的 方法 使 下 中 的 点 分 成 几 大 
类 ,更 简单 明了 。 另 外 ,(L) 积 分 理论 是 在 (L) 测 度 理论 的 基 
础 上 建立 的 ,(L) 测 度 是 平面 上 度量 的 推广 ,这 一 理论 可 以 处 
理 有 界 了 落 数 和 无 界 函 数 的 情形 ,而 且 把 函数 定义 在 更 一 般 的 
点 集 上 ,而 不 仅仅 限于 [a,5] 上 ,从 而 提供 了 更 加 广泛 而 有 用 
的 收敛 定理 : 

勒 贝 格 控制 收敛 定理 : 设 g 是 可 积 函 数 ,| 于 ,| 委 g 和 
lim f ,= 了 在 E 上 几乎 处 处 成 立 , 则 在 上 可 积 , 且 


lim| fudm= | f dm. 
noJE E 

勒 维 定理 ; 设 | f ,(z) | 是 可 测 集 巨 上 非 负 可 测 的 不 减 
函数 列 , 且 lim f ,= f(z), 则 | 了 6)dm = lim| am 


通过 这 两 个 定理 ,我 们 可 以 发 现在 极限 运算 与 (L) 积 分 
运算 交换 位 置 时 ,只 须 满 足 :存在 一 个 控制 函数 g 或 f(zx) 
满足 单调 即 可 ,这 些 条 件 与 一 致 收敛 条 件 相 比 ,显然 弱 得 多 
了 ,在 这 样 的 条 件 下 ,极限 和 积分 和 运算、 微分 与 积分 运算 、 积 


分 与 积分 运算 很 容易 地 交换 次 序 。 
+ oo 
比如 ， lim| | "€ Tosrdr=? 
计算 lim ate ny) ezcosz = lim LTlim i 
N00 n no Ni moo n 


e "cosr=0 


又 因为 全 人 + tT) + (1+ 
n n n+z n’ 3 
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a 


n 
vy Iin(z+n) - 
所 以 


e cos 


<U+o) 和 ee 


由 控制 收 化 定理 , 则 im | 。 名 所 + 到-itoundz =0 


而 在 (R) 积分 中 要 证 明 名 (二 岂 .orcoxz 在 [0, + oo) 


上 一 致 收敛 是 很 麻烦 的 。 在 () 测度 积分 理论 下 ; 

(1) 微 积分 定理 的 使 用 范围 扩大 了 ,在 定理 中 ,只 须 满足 
f (z) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 f(z) ~- 了)= | 和 
(dt 

(2) 在 进行 重 积分 运算 时 , 重 积分 划 为 累 次 积分 的 条 件 
减弱 了 。 


在 (R) 积 分 理论 下 ,要 求 ,| f(z,y)dzdy, | dy | f(x,») 


dz)，| dz | f Ge,y)ay 都 存在 时 才 相等 。 

在 (L) 积 分 理论 下 ,只 须 可 测 , 且 有 一 个 累 次 积分 存在 
即 可 。 

(3) 积 分 的 几何 意义 也 推广 开 来 ,将 (R) 积分 中 曲 边 梯 
形 面积 推广 为 了 在 下 上 的 下 方 图 形 集 的 测度 。 

由 以 上 的 对 比 ,我 们 可 以 明显 地 感到 (R) 积分 的 局 限 
性 ,而 这 些 缺陷 在 ( 工 ) 积 分 中 都 已 经 得 到 了 圆满 的 解决 。 那 
么 (R) 积 分 是 否 在 某 些 方面 优 于 (了 ) 积分 呢 ? 二 者 是 怎样 的 
关系 呢 ? 从 测度 论 的 观点 来 看 ,有 界 函数 在 [a,5] 上 (R) 可 


(R) | f (zx)dzx = (L) | f (zx)dx 
由 此 可 见 , 凡 是 ( 尺 ) 可 积 的 有 界 函 数 必 ( 世 ) 可 积 ,反之 不 


成 立 。 
_ {I1 xz€EQNLO,1] 
如 狄 利克 雷 函 数 D(x) = 上. -EGN [0 1] 在 (R) 意 义 


下 不 可 积 , 但 是 (LL) 是 可 积 的 ,这 说 明了 在 [a,5] 上 (4) 可 积 
的 函数 类 包含 了 [ao,5] 上 (R) 可 积 的 函数 类 , 即 及 是 ( 尺 ) 积 
分 的 性 质 ,(L) 积 分 都 有 。 

RR 积分 满足 ， 


(1) 线 性 性 | [ci ji (cz) +ca f2(z)Jdz=af f 1 (x) 
dt+cz| f 2 (x)dz 


5 C 6 
(2) 可 加 性 | f (zjdz= | f Gz)adz+ | f (rj)dzx 
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Gj 单 调 性 若 =E [a,61, f(z) <g(z), 则 | f(z)dz 
< | g(az 

(4) 绝 对 值 不 等 性 | 了 了 (z) |1ER[Ioe pl, 则 
[fal<P 1 la 


(5) 牛 顿 一 菜 布 尼 效 公式 ”车 f (zx)、g(x) 是 [a,5] 上 的 
连续 函数 ,g(x) 在 [a,5] 上 不 变 号 , 则 [a,5] 在 上 至 少 存在 一 


点 名 使 得 | 了 Go)g(z)dz = f (6) | glz)dz. 

同样 在 () 积分 理论 下 也 有 这 些 性 质 ,而 且 将 其 积分 范 
围 推广 到 任意 点 集 已 上 。 另 外 , 它 还 具有 一 些 (R) 积 分 没有 
的 性 质 。 

由 此 可 见 (L) 积分 不 仅 扩大 了 可 积 函 数 关 , 而 且 因 为 它 
所 具有 的 独特 的 性 质 ,解决 了 古典 分 析 中 许多 解答 不 了 的 问 
题 ,使 分 析 数 学 进入 到 现代 分 析 时 代 。 

然而 , 随 着 函数 论 .概率 论 等 各 门 学 科 的 发 展 ,也 暴露 册 


来 ( 志 ) 积分 的 局 限 性 。 我 们 知道 | f(z)dz 可 以 看 作 是 f 


(z) 在 [0,1] 上 的 平均 值 ,而 | f (zj)zzdz 也 是 了 (z) 在 


[0,1] 上 的 一 种 平均 ,但 此 时 ,[0,1] 中 接近 1 的 点 与 接近 0 
的 点 ,对 后 (xz) 于 求 平均 值 的 分 量 就 不 一 样 ,这 就 需要 用 一 个 
新 的 量 来 描述 这 种 “偏重 ”, 于 是 人 们 就 设法 对 (R) 积 分 进行 
新 的 推广 ,而 且 力 求 比 (L) 积 分 更 优越 ,于 是 产生 了 R -5, 
积分 L -6, 其 中 L 6 积分 是 建立 在 一 种 比 (L) 更 广 的 测度 
理论 上 的 。 

因此 (LL) 积 分 理论 还 是 有 待 发 展 的 。 
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